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Memo del Semestre

- Tarea 1: Deadline nuevo, 3 de Septiembre.
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- Lecturas en el semestre: Ya fueron actualizadas en el sitio web del curso.
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Background |

Los primeros trabajos que usaron factorizacion matricial en sistemas recomendadores
datan de comienzos de los 2000 (Sarwar et al. 2000; Sarwar et al. 2002) y mostraron
resultados promisorios, pero no fue sino hasta el Netflix Prize (2006-2009) que los métodos
de factorizacién matricial se volvieron mas populares.

El Blog Post de un participante del Netflix Prize, Simon Funk (http://sifter.org/~simon/journal
/20061211.html), que describié su solucién basado en un calculo incremental de SVD
usando regularizacion, basado en el trabajo de Gorrell et al. (2005), ha sido frecuentemente
citado en trabajos de sistemas recomendadores.
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Background 1

El trabajo ganador del Netflix Prize se basa en una composicion (blending) de varios
modelos, pero la técnica de factorizacion matricial es la mas importante junto con Restricted
Boltzmann Machines; de hecho, fueron las unicas 2 que Netflix puson realmente en
produccién terminado el concurso.

De ahi en adelante, una gran parte de los trabajos en sistemas recomendadores se fundan
en estos modelos factorizacion matricial, también llamados de factores latentes.
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Introduccion |

En el filtrado colaborativo usamos la nocion de "lo que le gusta a usuarios similares a mi
podria también gustarme".
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Introduccion Il
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En el los modelos de factores latentes, el objetivo es encontrar un embedding donde tanto

usuarios como items puedan mapearse en conjunto.
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Figure 2. A simplified illustration of the latent factor approach, which

characterizes both users and movies using two axes—male versus female
and serious versus escapist.
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Introduccion Il

Bajo el paradigma de factores latentes de usuarios e items, la prediccion de ratings podria
realizarse de esta manera:

donde

- g, corresponde al vector de factores del item i en el espacio latente y, analogamente,

— T
rwi =d(; Py

- p, al vector de factores latentes del usuario u.
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Introduccion 1V

¢Como encontrar los valores de los vectores g; y p,,?

- Opcidon 1. Usando directamente SVD, técnica de factorizacion matricial utilizada
frecuentemente en recuperacion de informacion (Latent Semantic Analysis).

- Opcion 2: Usar la siguiente funcion de pérdida, como un problema de optimizacion con
regularizacién [, que podemos resolver con stochastic gradient descent u otras
técnicas.

min Y (rui —q! - p,)* + Mg +lip,I*)
q*,px =
(u,i)eK

donde K es el conjunto de pares (u, i) para los cuales r,; es conocido (training set).
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SVD |

Teorema de diagonalizacion de matrices: Sea A una matriz m X m cuadrada con valores
reales, con m vectores propios linealmente independientes (en inglés eigenvectors). Luego,
existe una descomposicion

A=USU!

, donde las columnas de U son los vectores propios de A y S es una matriz diagonal cuyas
entradas son los valores propios de A en orden decreciente.

A

A2 JAi 2> Aig.

AM

ref: Introduction to Information Retrieval, Manning et. al (2010)
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SVD II

Teorema de diagonalizacién simétrica: Sea A una matriz m X m cuadrada y simétrica con

valores reales, con m vectores propios linealmente independientes. Luego, existe una
descomposicion

A= 050",

donde las columnas de Q son los vectores propios ortogonales y normalizados de A,y S es
una matriz diagonal cuyas entradas son los valores propios de A. Mas aun, todas las
entradas de Q son reales y tenemos que Q™' = Q7.

ref: Introduction to Information Retrieval, Manning et. al (2010)
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SVD I

Teorema: Una matriz arbitraria A € R"™" permite una descomposiciéon matricial de la
forma:

A= Zaiuil’z' — (é\l é = ( 8 8 ) y

i=1
donde U € R™ yV € R™" son ambas matrices ortogonales, y la matriz {S} es diagonal:
S =diag = (04, ...,0,),

donde los numeros positivos 61 > ... > o, > 0 son Unicos, y son llamados los valores
singulares de A. El niUmero r > min(m, n) es igual al ranking de A y la tripleta (U, S, V) es
llamada la singular value decomposition (SVD) de A.

Las primeras r columnas de U : u;,i = 1,...,r (respectivamente V : v;,i=1,...,r ) son
llamados los vectores izquierdos (resp. derechos) singulares de A, y satisfacen:

AV,' = O;lU;, l/llTA = 0;V;, | = 1, ool
ref. https://inst.eecs.berkeley.edu/~ee127a/book/login/thm_svd.html
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Conectando los teoremas

Las matrices que usualmente usamos de usuario-item no son cuadradas ni simétricas.

Pero si consideramos el teorema SVD
A=USVT
y luego que AAT es una matriz cuadrada y simétrica, tenemos:
AAT = USVT V3UT = USUT
y de forma analoga
ATA = V3UT USVT = VS VT
podemos calcular las matrices U, V' y S.

ref: Introduction to Information Retrieval, Manning et. al (2010)

13/34

file:///Volumes/GoogleDrive/My Drive/PUC/IIC3633-2018-2/Website_R_2018/clase4_factorizacion_matricial.html#1

8/16/18,02:42



Factorizacién Matricial para RecSys file:///Volumes/GoogleDrive/My Drive/PUC/IIC3633-2018-2/Website_R_2018/clase4_factorizacion_matricial.html#1

SVD Visualmente

C = u Y VT

» Figure 18.1 [Illustration of the singular-value decomposition. In this schematic
illustration of (18.9), we see two cases illustrated. In the top half of the figure, we
have a matrix C for which M > N. The lower half illustrates the case M < N.

ref: Introduction to Information Retrieval, Manning et. al (2010)
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Aproximacion Low-rank

Dada una matriz A de m X n, deseamos encontrar una matriz Ay de ranking a lo mas k y
que minimice la norma Frobenius de la matriz de diferencias X = A — Ay, definida como

M n
Xllp = | ) Y X7

i=1 j=1

la matriz low — rank aproximada Ay la podemos encontrar reemplazando por cero los
valores singulares mas pequefios de la matriz diagonal resultante de SVD:

Cy = u ) VT
e o 0o o o ° o |E| °
e e 0 0o o o o [¢] e o 0o o o

» Figure 18.2 [Illustration of low rank approximation using the singular-value de-
composition. The dashed boxes indicate the matrix entries affected by “zeroing out”

the smallest singular values.
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SVD en Sistemas Recomendaclores |

Sarwar et al (2000) presentaron un modelo para hacer recomendaciones usando SVD:

. factor R, using SVD to obtain U, S and V.
. reduce the matrix S to dimension k&

. compute the square-root of the reduced
matrix S}, to obtain S,

172

. compute two resultant matrices: U,S; ™~ and

SkI/ZVkI

Cp , =C+Ug.[S, (©)S, V, (P)

Una desventaja importante es como calcular la representacion latente para nuevos
usuarios.

ref: Sarwar et al (2000). Application of Dimensionality Reduction in Recommender System --
A Case Study.
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SVD en Sistemas Recomendaclores Il

Sarwar et al (2001) presentan un nuevo modelo para hacer recomendaciones usando SVD, y
gque permite imputar usuarios nuevos en el espacio latente:

1: SVD decomposition o
of the original matrix 2: Projection of the new

mxn [:>

______________ | items into the row-space

e

P = U x UF x N,.

uxn QI}

3. The resulting (m+u)xk
dimensional user space

Figure 1: Schematic diagram of the SVD folding-in technique.
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SVD en Sistemas Recomendaclores ll|

- Folding in: Using Linear Algebra for Intelligent Information Retrieval

A‘ ‘ L"t Z‘ V‘r
mxn mx k kxk kxn

Similarly, to fold in a new 1 x n term vector, £, into an existing LSI model, a projection, 7, of
¢ onto the span of the current document vectors (columns of ;) is determined by

(8) ! ;I"‘}:‘ ’

. .

(m+q) x n (m+q) x k k x k kxn

FiG. 3. Mathematical representation of folding-in ¢ terms.
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Debilidades de SVD tradicional para RecSys

Calcular la SVD de una matriz es muy costoso, O(m*n)

Problemas debido a la gran cantidad de celdas vacias en la matriz usuario-item obligaron a
los autores en (Sarwar, 2000) a pre-llenarla.

El modelo tradicional de SVD no esta definido cuando hay un conocimiento parcial de la
matriz.

Utilizar un método convencional también corre el peligro de over-fitting.

19/34

19 of 34 8/16/18,02:42



Factorizacién Matricial para RecSys file:///Volumes/GoogleDrive/My Drive/PUC/IIC3633-2018-2/Website_R_2018/clase4_factorizacion_matricial.html#1

Solucion de Simon Funk: SVD incremental

Basada en Stochastic Gradient Descent, considerando trabajo de Gorrell (2005)

/*
* where: . .
* real *uservalue = userFeature[featureBeingTrained];
* real *movievalue = movieFeature[featureBeingTrained];
* real Trate = 0.001;
*

static inline . .
¥o1d train(int user, int movie, real rating)

real err = Trate * (rating - predictRating(movie, user));

uservalue[user] += err * movievalue[movie];
movievalue[movie] += err * uservaluel[user];

- Itera sobre todos los ratings observados r,;, prediciendo r,; y calculando el error.

def
— T
eui - rui qi p u

- Luego actualiza los factores latentes usando las siguientes reglas de actualizacion.

qi < qi+7Y-(eui- pu—A-qi)
pu(—pu+’Y'(6ui'qi—}\.'pu)
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Descenso del gradiente

- Basado en ejemplo de Andrew Ng:

Gradient Descent

E[W1, e ,Wn] = % ZdeD (td-Od)2 &

25
;,15 » ‘-"‘3“::‘::‘::‘:“: Wy +AW,)
TS L LSSt SO SN MK IS
Rt | ) - PSSRt 5SS 5SS 2 A D "‘ O
L N “‘\‘\‘\“\ .2 ‘:‘\\‘:““:’v * %

Gradient

OFE OF 0F | w i
VE|[@] = , o

(7] dwy Owy’ ow,,

Training rule:

AW = —nV E[]

ie.,
OE
A ;= 1N~
v 77811/,
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Derivacion de las reglas de actualizacion

Tenemos

Aw = —nV E[]

OF
Aw; = ~1]0“‘i
s s
ow; dw,-Z‘(l
- %Z/ 0(1‘,-("’ - od)
— %%2(“ — (),1)%(1‘,/ — 04)
= %(1‘,/ —0y) é);.v[(tl — - )
(())UE, = %(t,/ —04)(—xi.q)
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Pseudocodigo para el algoritmo completo

GRADIENT-DESCENT(training_examples, )

Fach training example is a pair of the form
(Z.t)y, where T is the vector of input values,
and t is the target output value. 1 s the
learning rate (e.q.. .05).

e [nitialize each w; to some small random value
e Until the termination condition is met. Do

— Initialize each Aw; to zero.

— For each (Z.t) in training_exvamples, Do

* Input the instance 7 to the unit and
compute the output o

* For each linear unit weight w;, Do
Aw; +— Aw,;, + n(t —o)x;
— For each linear unit weight w;. Do

w; +— w; + Aw;
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Regularizacion

Al tener tan pocos datos la matriz (densidad del 1%-2%), el procedimiento corre el riesgo de
sobre-entrenarse (over-fitting). Un regularizador permite penalizar valores muy altos de los
coeficientes de los vectores latentes (Bishop, 2007;Goodfellow et al, 2016)

/’“ Figure 7.1: An illustration of the effect of L? (or weight decay) regularization on the value
@ of the optimal w. The solid ellipses represent contours of equal value of the unregularized
- —\.\_/ objective. The dotted circles represent contours of equal value of the L? regularizer. At
g P A \
7 T~ N \
./ /— A \l \1 |
N
N SNL2 s

Por eso se agregan los términos lIp,, Il y lig;ll a 1a funcién de pérdida (loss function)

min Y (rui —q! - p,)* + Mg +lip, 1)
q*,px =
(u,i)eK

De esa forma, las reglas de actualizacién del SGD incluyen (siendo y el learning rate):

qi < qi+7Y-(eui- pu—A-qi)
pu(—pu-l-’Y'(eui'qi—?vpu)
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Extensiones |

El modelo de Koren et al. para el Netflix prize incorpora los biases de usuarios e items:

r. = U+ b.+b +q'p,

min r.—u—>b —b.—pTg)? + A
p.’q.,b. (u,iz)e]( ui u u 1 pu ql

dlp, 1P + 1l g1 + b2+ b)
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Codigo del FunkSVD en paquete pyreclab

+ https://github.com/gasevi/pyreclab/blob/master/algorithms/AlgFunkSvd.cpp

for( size_t u =8 ; u < nusers ; ++u )
{
SparseRow< boost::numeric::ublas::mapped_matrix<double, boost::numeric::ublas::row_major> > row = m_ratingMatrix.userVector( u );
SparseRow< boost::numeric::ublas::mapped_matrix<double, boost::numeric::ublas::row_major> >::iterator ind;
SparseRow< boost::numeric::ublas::mapped_matrix<double, boost::numeric::ublas::row_major> >::iterator end = row.end();
for( ind = row.begin() ; ind != end ; ++ind )
{

int i = ind.index();

double pred = predict( u, i );
double eui = *ind - pred;

// squared error: ( rui - ( mu + bu + bi + pu*qi ) )*2

loss += eui * eui;

double bu = m_userBias[u];
double bi = m_itemBias[i];

// bias regularization: lambda * ( bu*2 + bi*2 )
loss += m_lambda * bu * bu;

loss += m_lambda * bi * bi;
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Codigo del FunkSVD en paquete pyreclab I
- https://github.com/gasevi/pyreclab/blob/master/algorithms/AlgFunkSvd.cpp

// update biases

double buNext = eui - m_lambda * bu;
m_userBias[u] += m_learningRate * buNext;
double biNext = eui - m_lambda * bi;

m_itemBias[i] += m_learningRate * biNext;

@ ; f < m_nfactors ; ++f )

for( size_t f
{

double puf = m_userP[u][f];
m_itemQ[i][f]);

double qif

double delta_u = eui * gif - m_lambda * puf;

double delta_i = eui * puf - m_lambda * qif;
// update user and item matrices
m_userP[u][f] += m_learningRate * delta_u;

m_itemQ[i][f] += m_learningRate * delta_i;

// user and item vectors regularization: lambda * ( ||pul|*2 + ||qi]]|*2 )

loss += m_lambda * puf * puf + m_lambda * gif * qif;

if( !m_running )
{
return STOPPED;
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Extensiones |l

Luego de incluye informacién implicita en el modelo incorporando N(u)

Ff.o=W+b +b +q'[p, + [NwOS 2 X+ z Vel

ieN(u) acA(u)
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Extensiones Il

Luego de incluye informacion temporal (concept drift)

r.@=wn+>b + b @ +qg'p ()

Rating by date
Rating by movie age 39
3.9 ’
38 b 38
3 @

37 | % & 3.7
2 a6 %Y g® @j ; ° asf
3 ° § 3 3
L R A e

) 2R -
E 35 g 35}
°
34 [ 1 34l o & S o &
' &
33 33 F
32 L ! - -
0 500 1000 1500 2000 250C 32 . A . .
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movie age (days)
time (days)

29/34

29 of 34 8/16/18,02:42



Factorizacién Matricial para RecSys file:///Volumes/GoogleDrive/My Drive/PUC/IIC3633-2018-2/Website_R_2018/clase4_factorizacion_matricial.html#1

Resultados Finales

091

40
60
0.905 s Plain
' 28 === With biases
. F"‘" e With implicit feedback
09 |- 00 ) With temporal dynamics (v.1)] .
=== With temporal dynamics (v.2)
(Y LY — 20
g m
= 20
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0.8 [ R ——
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- g 001,000
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Millions of parameters

Figure 4. Matrix factorization models’ accuracy. The plots show the root-mean-square
error of each of four individual factor models (lower is better). Accuracy improves when
the factor model’s dimensionality (denoted by numbers on the charts) increases. In

addition, the more refined factor models, whose descriptions involve more distinct
sets of parameters, are more accurate. For comparison, the Netflix system achieves
RMSE = 0.9514 on the same dataset, while the grand prize’s required accuracy is
RMSE = 0.8563.
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Muchos nuevos modelos!

Collaborative Filtering for Implicit Feedback Datasets
BPR

Factorization Machines

Tensor Factorization (context)

NMF

SLIM
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¢Implementacion en el Mundo Real?

- Sugiero estas diapositivas:

- Spotify: Collaborative Filtering with Spark http://www.slideshare.net/MrChrisjohnson
/collaborative-filtering-with-spark y

- Algorithmic  Music  Recommendations at  Spotify  http://www.slideshare.net
/MrChrisjohnson/algorithmic-music-recommendations-at-spotify/36-
Open_ProblemsHow_to_go_from

- Netflix: Building Large-scale Real-world Recommender Systems - Recsys2012 tutorial
http://www.slideshare.net/xamat/building-largescale-realworld-recommender-systems-
recsys2012-tutorial
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33/34

33 0f 34 8/16/18,02:42



Factorizacién Matricial para RecSys

34 of 34

Referencias Il
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presentation
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